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Cinématique du point |

La cinématique est une branche de la
mécanique qui étudie les mouvements des
corps dans l'espace en fonction du temps
indépendamment des causes qui les
provoquent.



NOTION DE REPERE

Point matériel

Un point matériel est un objet infiniment petit devant
les distances caractéristiques du mouvement pour étre

considéré comme ponctuel
(
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Soit une voiture de longueur [ qui se déplace sur une

route rectiligne. La distance parcourue D étant grande

devant ( , on peut assimiler la voiture a un point
matériel.
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NOTION DE REPERE

ZA

L'étude du mouvement orbital de la terre autour du soleil le rayon terrestre
R = 6400 km est trés inférieur a la distance moyenne terre - soleil :
d = 150 000 000 km. On peut alors considérer la terre comme un point
matériel dont la masse est concentrée en son centre.



NOTION DE REPERE

Pour repérer la position d'un point matériel dans |'espace, on se
donne un repére d'espace, c'est-a-dire:

- un point O origine des coordonnées
- trois axes de coordonnées orientés et munis d'une unité de
mesure (par exemple le metre)

Pour des raisons de commodité, on choisit un Z [ X
repere orthonormé (O,i , j,k) direct e My
<

Un point M de l'espace est repéré par ses
coordonnées x, y et z tel que:

OM = xi + yj + zk




NOTION DE MOUVEMENT

La notion de mouvement est relative.
En effet un point peut €tre en mouvement par rapport a un repere R
Et au repos par rapport a un second repere R’

Un objet est mouvement par rapport a un autre si sa position change au
cours du temps

Un point M est dit fixe par rapport au repere R(O, x, Y, z) si ses
coordonnées ne changent pas.

Le point M est en mouvement si au moins une de ses coordonnées
change dans le temps.



NOTION DE MOUVEMENT

000 b 0td oip e

Translation

Rotation

- Vibration

Ou une combinaison de deux de ces mouvements



NOTION DE TRAJECTOIRE

Définition :
C'est le lieu géométrique des positions successives occupées par le
point matériel au cours du temps

Exemple :
un mobile est repéré par les coordonnées suivantes :
x () = A cos wt
y (t) = A sinwt

En supprimant le temps, on obtient : X® +y® = A®

La trajectoire est donc un cercle de centre O et de rayon A

L'équation de la trajectoire est une relation qui lie les coordonnées du point
entre elles



MOUVEMENT RECTILIGNE

La trajectoire d'un mouvement rectiligne est une droite.

Cest le vecteur OM = X(t)i qui désigne la distance qui sépare le mobile M du
point O pris comme origine.

x(t) est appelée équation horaire du mouvement



Si on reporte les positions successives du mobile en fonction du temps, on obtient
une courbe appelée : Diagramme des espaces

A x(m)

e

Remarque:
Il ne faut pas confondre trajectoire et diagramme des espaces
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A l'instant t; le véhicule est a la position M; qui correspond au vecteur position :

OM, = xi
A l'instant 1, le véhicule est a la position M, qui correspond au vecteur position :
OM, = X,i

XV

Le vecteur déplacement est la distance parcourue entre deux instants t; et t,

M,M, = AOM =OM, —OM, = (X, — x)i
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SiAt=t,—t, estletemps misentre M, et M, lavitesse moyenne est :

M,M, AOM OM,—-OM,
" At At t, —t,

Ou encore :

v :(XZ_XiI_)i_':AX'_>

" (tz T ti) At
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. . AOM dOM o . AX -~ dXT

A0 At dt At—>0 At dt

dx . e
Le terme V = gt possede deux significations :

1- Si on a I'expression de x(t), alors ax désigne la dérivée de x(t):

Exemple:
X(t) =3x° +2x° +5

v(t) = dx_ OX* + 4X
dt
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2- Si on a le graphe de x(t), alors ax désigne la pente de la tangente a la
courbe x(1) dt

Exemple: Probleme !l
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On va donc calculer la vitesse instantanée a partir de la vitesse moyenne

Il y a deux cas ou la vitesse moyenne est confondue avec la vitesse moyenne

ler cas: Mouvement rectiligne uniforme:

Vv _AX X=X
m"OAt Ot —
2~k —=V_=V
X X, —
d = tan ¢ = =2 il
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j‘ 2¢me cas: mouvement rectiligne quelconque:

On calcule la vitesse instantanée a l'instant t.

A x(m) v =pente de la fangente
V,, =pente de la corde m1

V(t)

t(s)

T A

P - ————

Conclusion :
La vitesse instantanée a l'instant t est assimilée a la vitesse moyenne entre deux
instants ti1et t2tel que t est milieu de tiet f2avec At ({ 16



A l'instant t; le véhicule posséde une vitesse v,

A l'instant t, le véhicule possede une vitesse v,

V2
‘>
>
X
Le vecteur accélération moyenne est donné par la relation:
_, ., _, V
4 _AV _V,—V 2>
m — AV —V.
At t,—t 1y«

Pour cela on doit d'abord déterminer le vecteur variation de vitesse

a,, €L AV :Sont dans le méme sens et direction 17
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Le vecteur accélération instantané est donné par la relation :

. . AV  dv
a=a=Ilm-—=—
At—0 At dt
: . \VZ . P
Comme pour la vitesse le terme & — possede deux significations :

dt

1- Si a I'expression de v(t), alors ﬂdésigne la dérivée de v(t):
Bxemplel (1) =3x°+ 2% +5

v(t) = dx_ OX* +4x
dt

dv  d?x
a(t) = = =18x+4
(1) dt  dt?
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2- Si on a le graphe de v(t), alors dv désigne la pente de la tfangente a la
courbe v(*) dt
Av(m/s)

En procédant de la méme fagon que
pour la vitesse :

-On calcule la pente de la tangente

-On calcule la pente de la corde y

a(t:tlj;tz)zam

t
4

Conclusion :
L'accélération instantanée a l'instant t est assimilée a I'accélération moyenne entre
deux instants tiet t2tel que t est milieu de tiet t2avec At ( -



a- Mouvement rectiligne uniforme 3
V=constante et a=0

N —— ———— ———— ———— ————

S - e = a R = S - S = S S - S
b- Mouvement rectiligne uniformément accéléré :

a=constante et a.v)0

= ——— —— ———

> = Slm S g e S @ = = = = = =

=1 —— —— ———

c- Mouvement rectiligne uniformément retardé ou décéléré :
a=constante et a.v{0

W —-- —— ——- ——- ——

= o= g w S e e S eaw = 8 20

Bl il— ii— —li— —el— eilie—




Soit une voiture se déplagant sur une route rectiligne repérée par les positions M,
Mz, M3 et M4 aux instants ti= Os, t2=2s, T3= 4s et t4= Bs respectivement tel que :

_—

OM,=-12i, OM,=-10i , OM,=2i et OM,=-2i

1- Calculer les vecteurs déplacements : MM, , M,M, et M_M,

2- Déterminer les vecteurs vitesses moyennes entre M1 et M2 et
entre M3 et M4

3- Déterminer le vecteur accélération moyenne entre 2 et 6 s,
v(2s) = 4m/s et v(6s) = 2 m/s
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1- Calculer les vecteurs déplacements: MM, , M,M, et M;M,

M,M, =OM, —OM, = (X, —X)i =(-10—(-12))i =2i
M,M, =OM, —OM, = (X, — X,)i =(2—(-10))i =12i

MM, =OM, —OM, = (x, — X)i =(-2—(2))i =—4i
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g Mle :(Xz_x1)r_ 2

Vi = =
At (tz B t1) (2 - O)

g oMMy Ca=X)p A e )
" At t,-t) (5-4)
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3- Déterminer le vecteur accélération moyenne entre 2 et 6 ssiona:
v(2s) = 4m/s et v(6s) = 2 m/s

AV =V, (65) -V, (25) =V, (65) + (—V, (25)) a AV V(6s)
U ——
—V(2s)

g N _@69-U@S)_C-Dp_ o5 (/s
At (tz _t1) (6_2)
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Jusqu'a présent on a vu comment passer de la position x(t) a la vitesse v(t) puis a
I'accélération a(t)

Nous maintenant on va étudier le probléme inverse pour passer de l'accélération a la
vitesse puis a la position

Dans ce cas:

B :Ax:xz—xl L ~
kv anires ) X, —X = V(1)

Et donc: X, =V(t2—t1)+X1

t(s)

Ax=v(t,~t) correspond a l'aire sous la courbe v(t)



2¢me Cas général :

On dispose du graphe de la vitesse en fonction du temps
"‘v(m/s) On partage l'intervalle entre tiet t2 en plusieurs petits dt

dx

V= . .
cte Vv=—=dx=vdt = aire sous la courbe v(t) sur l'intervalle dt

En faisant la somme des petits intervalles entre tiet t2-

AXZI;;Z dX:j‘ttl2 vdt alors: X, = ttlz VG“I—|—X1

>

t1 at t2 t(s)

Ax est donc l'aire sous la courbe v(t) entre tiet te.

Remarque : Il ne faut pas confondre entre position et distance parcourue
-La position est l'aire sous v(t) en valeur algébrique

-La distance parcourue est l'aire sous v(t) en valeur absolue -



Le graphe de la vitesse d'un mobile en fonction du temps est donné ci-dessous:
1- Déterminer la position du mobileat=40s
2- Déterminer la distance parcourue entre O et 40 s

v(m/s)

Sachant qu'at=0s,x=0m

10

s o de e
-10 | | t(s)

1- position du mobile:
AX = [} dx = [;”vdt =10(20 — 0) —10(40 — 20) = Om => x(40s) = Om
2- distance parcourue par le mobile:

D = |Ax,| +|Ax,| =10(20 — 0) +10(40 — 20) = 40m



On dispose du graphe de I'accélération en fonction du temps

On partage en plusieurs intervalle dt

/ dv .
a= . = dv=adt = gire sous la courbe a(t)

Pour calculer la vitesse a l'instant t, on intégre :

a=cte¢ _____

6 oo t(s) AV = [ dv = [ adt

Av est donc l'aire sous la courbe a(t) entre t: et t..
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Graphiquement Analytiguement

a(m/s?)
Av=airesous a(t)=0=v=y, a:ﬂjv(t)zjadt
dt
t(s)
pv(m/s) a=0=v(t) = [adt =constante = v,
V=V, =constante
VO
() = % dx=vdt = Jdx = fvdt = v/t
d V—ED X =vdt = [dx = [vdt =v|
*X(m)
AX = aire sous V(t) = Vgt = X =Vt + X, X(1) =X = Vot = X(1) = Vot + %

X, 1 t(s)  x(t) estunedroite
>

29




a=cte, t = 0s, voet X0

Graphiquemen'r

a=constante

I

|

|

)

Av=airesous a(t) =at=>v=at+y,

v(t) est une droite

Ax =aire sous v(t) = A + A,

V0
t(s)
t A =Vt
PO L =Lt = Lar
2 2 2

AX =X—X, =%at2+v0t

Xo ;(S)

Analytiquement

azy:dv=adt
dt

On calcule la vitesse v(t):

= Av=V(t) -V, = [,at =a]t

=>v=at+V,

On calcule la position x(t)

v:%:dx:vdt
dt

= Ax = X(t) — X, = [, vdt =[; (at +v,)dt

1
X(t) = 5 at? +v,t+x,

30



i
La relation entre v et a est :

a:Q:dv:adt
dt

On multiplie chaque membre par v
vdv = avdt = vdv = adx

On intégre de chaque coté

}vdv:fadx=afdx
Vo X0 X0

() =a(x-x,)

V2=V =2a(X—X,)

31



Exemples d'étude de mouvement




On peut définir la position d'un point dans I'espace de deux manieres

- A : En repérant le point par rapport a un repere orthonormé

Le vecteur position s'écrit:  OM(t) =F(t)

33



- B : En considérant un point sur la trajectoire
pris comme origine

On parle d'abscisse curviligne notée :
A
s(t) =M,M,

La loi décrivant s(t) en fonction du temps est appelée équation horaire

34



C'est la distance pour aller du point M1 au point Ma.

‘-\.i‘

M, (t+At)

T(t+ At)

M,M, =OM, —OM, = AOM (t)

—_—

M,M, =7, (t+At) — T, (t) = AT (¢)

35



g MM, AOM(t) AF(t)
" At At | At

M, (t+At)

Le vecteur vitesse moyenne est paralléle au vecteur déplacement

. AOM(t) . AF({) dF
V=Ilim = lim =
At—0 At At—0 At dt
36



Conclusion:
la vitesse instantanée a l'instant t est assimilée a la vitesse moyenne entre deux
instants t1 et tz, tel que t est milieu de [11, t2] et At petit. 37




Elle caractérise la variation du vecteur vitesse

— —

5 _ AV VvV, -V,
At t,—t

a..a le méme sens et direction que AV

—»

. . AV dv
a=a =Ilim =

! At—0 At dt

On peut confondre I'accélération instantanée et I'accélération moyenne au milieu
de l'intervalle de temps si At est tres pefit.
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L
b

Vecteur position

X
I OM =xi'+yj +2k
VA

1
x(1), y(t) et z(t) sont les équations paramétriques du
.Y _ mouvement

- ., Vecteur vitesse :

¥

Vitesse moyenne:

Vitesse instantanée:




Vecteur accélération :

Accélération moyenne :

Accélération instantanée :

41



Abscisse curviligne:

M

u.
o T oM =5
Oy S

Vecteur vitesse .

On définit deux vecteurs unitaires:
U;: porté par la tangente a la trajectoire en M est orienté dans le sens positif:

U, porté par la perpendiculaire a la trajectoire et dirigée vers l'intérieur

o -

42




B | Vecteur accélération :

or: di; dé .
:_UN
dt dt
. dv _ do _.
Donc: a=—U; +V——U, =
dt dt
Avec: a; =—V et
dt

5 dv  d(vu;)
dt dt
. dv . du;
a=—=U; +V
dt dt

43



| Vecteur accélération :

La relation entre l'abscisse curviligne et angulaire est:

ds =rdé&
En divisant par dt de chaque coté on a:
ds _ do
dt dt

On peut I'écrire sous la forme:
do _1ds _v
dt

B F dt r
Et donc:

do Vv
ay =V— = —
dt r

44



Vecteur position:

On repere le point M par la distance OM=r et l'angle 6
- r(t
onv — o
o(t)

r(t) et (1) sont les équations paramétriques en coordonnées polaires

—> —

On prend deux vecteurs nouveaux unitaires U, et U,
OM =r(t)u,

45



Vecteur vitesse:

Nous dérivons le vecteur position

G — dOM _ d(r(t)u,) v — dr (t) o +rdur
dt dt dt dt
Et comme : du, _do u,
dt dt
Alors : _ o dr(t) . dé _.
V = u +r—u,
dt dt
On décompose la vitesse suivant les deux axes :

V=V.u, +V,u,
B dr

Par identificationona: V, = E et v,




Vecteur accélération:

On dérive le vecteur vitesse

. dv
a——
dt
I SR
a =
dt
. d?r _ drdu drdé?q d?e _. do du,

a—=

u u, +r—u, +r
atz " T gt dt | dt dt ¢ dt> ¢ dt dt

di, _do_ di, _do_
gt~ gt e ©f -

Or on sait que : u,
dt dt

47



Vecteur accélération:

. d?r_. drd@_. drdé._ d?e _. d¢9d¢9
a:dtzur+_

—u, +———u, +r u
dt dt ¢ dt dt ¢ dtz ¢ dt dt Y
_ (d?r do ). ,dr do d2o) _
a = ——r| — | |U, + +r—- |U,
dt dt dt dt dt

On décompose l'accélération suivant les deux axes:

Par identification on a:

2 2 2
r zt;_r(%j a 2dr dé d<o

+r
dt ¢ dt dt dt?2

48



Exercice d'application :

En coordonnées polaires le mouvement d'un mobile est décrit par les équations

o (r(t)—
OM =
() =

Ma N|"L

Déterminer et représenter les vecteurs position, vitesse et accélérationa t = 1s

Corrigé de |'exercice d'application :

(~ 2
ar _¢ dr
J dt ) dt
doé =« d2¢9_
L dt 4 | dt?
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Corrigé de I'exercice d'application :

Vecteur vitesse:

~

Vr :gzt
. dt
V.
do xt?
V9:r —
L dt 8

Vecteur accélération:

(a —dzr—r[%jz (a =1 7
r— 2 r — -
dr d@ d<e@ 7T
=2 ——+7r A, = ——
|7 dt dt dt? 7 2




Echelles:
A | Corrigé de |'exercice d'application: 1cm 02m
At=1s 1cm 0.4 m/s
Vecteur position: lem 0.7 m/s?
M0=1=05m
OM (1s) = - 2
JC
m=7

Vecteur vitesse:

V,(Is)=1m/s

V(ls) =
(1s) v9(1)=%=o.39m/s

Vecteur accélération:

a =0.69m/s?

a(ls) = ,
a, =1.57m/s



i
i 4

P' est la projection de P dans le plan xoy
Vecteur position:

OM = pli,, + zk

Vecteur vitesse:

dt dt
_ yo d¢ . dz -
V=—— —Uu, +—K
at ~ “at 7 dt
V=vu, +v,u,+V,Kk
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Vecteur accélération:

On dérive le vecteur vitesse et on a:

B T
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Vecteur position:
On écrit les différents vecteurs en fonctionde r, 0 et ¢ 1
(X =rsin@cos¢

OM =<y=rsin@dsing
| Z=rcosd

Ti=
[
i

'
e
~
=]
-1

!
-
“I'_U“_._ -

http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Cinematique/coord_spheriques.php 54



Vecteur vitesse:

T = = €, +r—=¢g +rsinfd—g,.

dt dt dt dt
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Vecteur accélération:

. .. o2 ) o2 .
o o= (T—rﬂ —rsmzﬂg =

'. - i ‘2 )
+ (2 r@ +r @ —rsinfcosf o ) I

w

-
+ (Er'msﬂ'ﬂ;‘ 427 5inf o +rsiné :,") .
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Vecteur position:

On décrit le mouvement du ballon par rapport aux deux reperes R et R', la
position s'écrit:
N

o (D) <
Ca)

OM =00'+0'M

trajectoire

dans CR,__~

trajectoire
- _. dans X

Dans R, la position du ballon s'écrit:  OM = xi + yj + zK

Dans R', la position du ballon s'écrit: O'M =x'i '+y']j
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Vecteur vitesse:

La vitesse dans R est dite absolue et notée va = vmr

La vitesse dans R’ est dite relative et notée vr = vmr

Vitesse absolue:

~ dOM dx - dy - dz -
V, = = j+—Kk
dt dt dt dt

Vitesse relative :

Calcul de la vitesse :

5 _dOM _dOO' dO'M
dt dt dt
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Vecteur vitesse:

On dérive le vecteur position:

;_d00' dO'M _ d00'+d(x'T'+y'j'+z'|Z')
dt dt dt dt

Dans le repére R’ les vecteurs unitaires ne sont pas immobiles donc:

~ doO' dx'., ,di' dy'-, .dj' dz'-, _,dk'
V= + I "+ X + J'+y + K'+2z'—
dt dt dt dt dt dt t

En regroupant les termes identiques on obtient:

_ (dx o dy' o, dz aj doo' . di' .dj° dlZ'
V=|— J'+—k' |+ +X'—+y'—+
dt dt dt dt dt dt dt -




Vecteur vitesse:

dt dt dt

On pose pour cela:

Vitesse Relative:

Vitesse d'entrainement:

Vitesse absolue s'écrit donc :

V, =V +V,

a

dit dj ,dlZ'j
X'—+y'——+72

dt dt dt dt
v :[d_X~ d_y;+d_zlzj
dt dt dt
_ (dOO' ., di' ,d dk
L= X'—+y'— —
dt dt dt dt
Ou encore: \7M/R — \7|\/|/R' +\7R/R'
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S|

—> — —> —

V, =V +V. =>V,,,x =V ,r +Va/r

Cas particuliers:

* Si R' décrit un mouvement de translation donc les dérivées des vecteurs
unitaires sont nulles:

di' dj' dk' ~ dOO"
dt dt dt ) dt
*Si R et R’ se déplacent a la méme vitesse : V, =V,
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On dérive le vecteur vitesse:

. av d(dx'?, dy' -, dz'~,j d(doo' . di' ,dj' _,dk°
a= = I'+— J'+—Kk' [+ +X'—+y'—+7'—
dt dt\ dt dt dt dt| dt dt dt dt
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Vecteur accélération:

En tenant compte du fait que les vecteurs unitaires de R' sont en mouvement
donc leur dérivées ne sont pas nulle et en regroupant les termes identiques

on a:
2,1 2., 1
é’:(d X T'+d y j7'+d : k'j+

dt? dt? dt?
2 1 2= 2 7 21
d“O0 +X,d| +y'd ] +z'dk N
dt? dt? dt? dt?

dt dt | dt dt @ dt dt

N
7~ N\

dx'di* dy’dj’ dz'dlZ'j
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Vecteur accélération:

Dans I'expression précédente on pose :

. d?x'., d?y'+, d®z'-

Accélération relative: a=—>1"+—j+—Kk'
dt dt dt
2~/ = 2=, 21
Accélération entrainement: 3 — d~00 +X-d ! +y-d J +Z-d K
© dt? dt? dt? dt?
Accélération Coriolis: a, =2 dx’ di +dy dj +dz dk
dt dt dt dt dt dt

Accélération prend enfin la forme :

— — — —

a, =a +a, +a

a r e C

OU encore: a,,,r =y ,r +azyg +a.
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B d

Vecteur accélération:

a =a +a +

a r e C

|

Cas particuliers:

* Si R' décrit un mouvement de translation donc les dérivées des vecteurs
unitaires sont nulles:

. d*00’
a,=——
dt

*Si en plus le mouvement de R’ est uniforme alors :

et a =0

a,=0 et a=0=a,=4a
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